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摘要　　橡胶材料本构模型大致可以分为两大类：基于应变能函数的唯象模型和基于分子链网络的统计模型。

概述了分子链网络本构模型中的几个典型代表及其优缺点�以及近年来发展的几种修正模型。
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　　对橡胶材料本构模型的研究可以追溯到20世纪40年代�
橡胶材料独特的本构行为一直是众多力学家和工程师研究的

课题。20世纪40年代出现的橡胶弹性统计理论�50年代的有
限应变弹性理论以及70年代以后的近代应变能函数形式�从不
同的角度对橡胶弹性行为进行了表征［ 1－4］ 。20世纪80年代�
用应变能函数描述的橡胶（超） 弹性模型已经应用在商业有限
元软件中。通常�橡胶弹性理论可以分为两大类［ 2�5］ ：一类是不
考虑弹性体的微观结构和分子链特性�认为橡胶弹性体是连续
介质的唯象学方法�典型的代表模型有 Neo-Hookean 模型、
Rivlin 模型、Mooney-Rivlin 模型、Yeoh 模型、Gent 模型、Vala-
nis-Landel 模型和Ogden 模型等；另一类是基于分子链统计特
性的分子链网络理论�以高斯网络模型、3链网络模型、4链网络
模型、8链网络模型、全链网络模型等为代表。近年来�有不少
学者提出了基于上述网络模型的混合模型和为描述时间相关

性、应力软化等特性的8链修改模型。本文对橡胶材料分子链
网络本构模型的研究进展进行了简要分析和总结。
1　基本理论

橡胶材料的微观结构是一个由任意取向的柔性长链分子

通过分子间稀疏的交联点组成的分子链网络�由于分子间的相
互作用力很弱�使得其应力应变行为主要取决于构象熵［ 3］ 。对
理想分子链网络�认为分子链网络各向同性�交联点在形变前
后均固定在其平均位置上�变形为仿射变形。设分子链网络的
分子链密度为 n �则变形前后单位体积的分子链网络构象熵的

变化为各单独网链构象熵变化的总和�即ΔS ＝∑nm＝1
ΔS m �由热

力学分析并忽略内能变化的影响得到分子链网络在恒温变形

过程中的应变能密度为 W ＝－TΔS 。通常认为橡胶材料是不
可压缩的�此时应变能密度是应变不变量 I1和 I2的函数�即 W
＝ W I1�I2 �相应的Cauchy 应力张量为：
　　　　σ＝2 ∂W∂I1B－∂W∂I2B

－1 －pI （1）
式中：I 是单位张量�p 为由边界条件确定的静水压力�B 为左
Cauchy-Green 变形张量�其不变量 Ii （i ＝1、2、3） 与主伸长比λi
的关系为：
　　　　 I 1＝tr B＝λ21＋λ22＋λ23

　　　　 I 2＝12 tr B 2－tr B2 ＝λ21λ22＋λ22λ23＋λ23λ21

　　　　 I 3＝det B＝λ21λ22λ23 （2）
由式（1）和（2）可以得到由主值σi 表示的应力张量为：

　　　　σ＝∑
i
σi ei ⨂ei �σi ＝2 λ2

i
∂W∂I1－1

λ2
i

∂W∂I2 －p （3）
或者σ＝∑

i
σi ei ⨂ei �σi ＝λi ∂W∂λi －p （4）

分子链网络模型依分子链的统计特性分为两类：高斯链网
络模型和非高斯链网络模型。
2　高斯链网络模型

Kuhn 首先提出用统计理论计算高分子链的构象�认为自
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由状态和小变形下高分子链末端距的径向分布函数为高斯函

数�末端距的分布符合高斯函数的高分子链称为“ 高斯链” 。
1943年 Treloar 把高斯链统计理论应用到高分子网链中以描述
橡胶材料的宏观行为［ 6］ �得到单位体积分子链网络构象熵的改
变为：
　　　　ΔS ＝－12nk（λ21＋λ22＋λ23－3） （5）

于是高斯分子链网络的应变能密度函数为：
　　 W G ＝ 12CR λ21＋λ22＋λ23－3 ＝ 12CR I1－3 （6）
其中：CR ＝nk T 为材料初始剪切模量�k 为Boltz mann 常数�T
为绝对温度�λi（i ＝1、2、3） 为主伸长比。

依式（3）或式（4） �得到Cauchy 应力张量为：
　　　　σ＝∑

i
σG
i ei ⨂ei �σG

i ＝CRλ2
i －p （7）

由于分子链的高斯统计特性只在其末端距远小于分子链

的完全伸展长度时才有效�因此高斯链网络模型仅适合描述小
变形（例如λ＜2） �对中等变形（例如2＜λ＜4）高斯模型的预
测结果要大于实验值�而对大变形的预测值则大大低于实验
值。
3　非高斯链网络模型

当分子链的末端距达到完全伸展长度的40％时�橡胶分子
链末端距矢量的径向分布已经不再符合高斯函数�也正因为如
此�高斯链网络模型就不能对中等变形和大变形行为给出恰当
的描述。因此需要发展新的模型以及分子链的非高斯统计特
性。

假设橡胶分子链由 N 个长度为l 的链段组成�自然状态下
的均方末端距为 r0＝ Nl �完全伸展长度为 r L ＝ Nl �因此其
极限伸长比λL ＝r L／r0＝ N 。Kuhn 和 Grün 运用 Langevin
统计理论给出了端矢长度为 r 的分子链的构象熵［ 7］ ：
　　　　 S ＝k C－N λβ

N
＋l n βsinhβ （8）

式中：C 为常数�λ＝r／r0为分子链的伸长比�β＝L －1（λ／ N）�
而 L－1（ x） 是Langevin 函数 L（ x） ＝cot h x －1／x 的反函数。于
是单链的应变能函数为：
　　　　 w ＝ Nk T λβ

N
＋l n βsinhβ －w0 （9）

单链等温变形中对应的Cauchy 应力为：
　　　　σ＝λ∂w∂λ＝kT Nβλ （10）

将非高斯单链的上述力学特性应用到橡胶分子链网络中�
便得到非高斯链网络模型。
3．1　全链网络模型

1979年 Treloar 和 Riding ［ 8］ 提出了全链模型�在单位球体
的分子链网络中�分子链无规取向且以仿射变形�将式（10）在球
体上积分就能得出单轴拉伸或者双轴拉伸时分子链网络的变

形响应。1993年 Wu 和van der Giessen ［ 9］ 提出一个新方法求得
所有载荷形式下的积分�得到的Cauchy 应力张量为：
　　σ＝∑

i
σi ei ⨂ei �

　　σi ＝14π�CR N∫π0∫2π0 L －1 λ
N λ

4m2i sinθdθdφ－p （11）

其中 m1＝sinθcosφ�m2＝sinθsinφ�m3＝cosφ�λ－2＝∑3i ＝1
m2iλi 。

该模型仅含两个材料参数 CR 和 N �模型预测结果与各种
变形模式的实验结果吻合较好［ 9］ �但是它需要通过数值积分才
能得到应力张量�这需要花费很多的计算时间�因此在有限元计
算中大多没有采纳这种模型。
3．2　P 链网络模型

为了避开全链网络模型中繁琐的数值积分�在分子链网络
单元中设想分子链沿 p 个特定方向取向和变形�则单位体积中
每个方向的分子链数为 n／p �于是分子链网络的总应变能就可
以直接由 p 个单链的应变能总和乘上n／p ［ 10］ 。

最早的非高斯链网络模型是Ja mes 和Gut h 于1943年提出
的3链网络模型［ 11］ 。3链模型中网络结构单元的3条分子链沿
3个主应变方向分布�其应变能函数为：
　　　　 W3ch ＝ CR3 N∑3

i ＝1
λiβi ＋ Nl n βisinhβi （12）

其中：βi ＝L－1 λi／ N �i ＝1、2、3。于是�由式（4）得到以主
伸长比表示的Cauchy 应力张量为：
　　　　σ＝∑

i
σ3ch
i ei ⨂ei �

　　　　σi3ch ＝ 13CR Nλi L －1 λi
N －p （13）

1944年Flor y 提出4链四面体模型［ 12］ �4条分子链分别由
四面体的4个顶点与四面体的中心相连。为满足平衡要求�这
个模型的中心点以非仿射方式变形�它比3链模型的变形方式
更协调�因为随着四面体的变形�分子链可以伸长和旋转。由于
对任意时刻的变形状态都必须计算四面体的中心位置�因此不
能得出应力与伸长比之间的简单关系式�且由于它给出的结果
与3链模型类似�所以这种模型并不常用［ 3］ 。

3链模型和4链模型虽然均能较好地拟合和描述某一变形
模式（如单轴拉伸）下的力学行为�但是在该模式中得到的材料
参数并不能合理描述其他变形模式（如双轴拉伸和剪切等）下的
行为�特别是对双轴载荷模式下的数据拟合很差。

为了克服3链模型和4链模型不能同时描述多种变形模式
下力学行为的不足�Arruda 和Boyce 提出了8链网络模型［ 13］ �8
条分子链在立方体中心交联�其他端点位于立方体的8个角点
处�由于这种分子链网络结构具有对称性�在变形过程中内部交
联点始终处于中心位置�且各分子链具有相同的伸长比λc ＝
（λ21＋λ22＋λ23）／3�相应的应变能密度函数为：
　　　　 W8ch ＝CR N βcλc ＋ Nl n βcsinhβc （14）
其中：βc ＝ L－1 λc／ N 。依式（4） 得到以主伸长比表示的
Cauchy 应力张量为：

σ＝ ∑i
σ8chi ei ⨂ei �σ8chi ＝ 13CR N βcλcλ

2
i －p 　（15）

比较分析表明�3链模型虽然考虑了分子链的非高斯特性�
对单轴拉伸行为能给出较好的描述�在小变形时也能模拟不同
变形模式下的本构行为�但在大伸长比时它对所有变形模式下
力学行为的预测几乎都是一样的。8链模型能用同一组材料参
数描述不同变形模式下的本构行为�特别是从单轴试验数据中
拟合得到的材料参数对等双轴拉伸模式有较好的预测能力�而
且比全链模型预测的结果要好［ 2�9］ 。目前普遍认为8链模型是
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最成功的非高斯网络模型。
P 链网络模型中�若Langevin 反函数取其Taylor 展开式的

第一项�即 L－1（ x） ≈3x �则P 链网络模型将退化为高斯网络模
型［ 2�9］ 。
4　混合模型及其它

尽管基于非高斯链统计理论的网络模型能说明在大变形

中极限伸长的影响�但小变形阶段的预测值往往小于实验值。
我们的分析表明�8链网络模型在整体上特别是大变形阶段的
模拟和预测能力很强�但是小变形阶段的预测值与实验值相差
较大�相对误差可达20％～30％。为了减小这种误差�近年来
有不少学者提出了多个混合模型。

Boyce 等提出的混合模型中用Flor y-Er man 模型描述小变
形�用8链网络模型描述大变形［ 2］ 。Flory-Er man 模型考虑了
分子链之间的相互作用�可以理解为考虑了内能的影响。

Wu 和van der Giessen 提出用3链和8链网络模型的线性
组合来近似代替全链网络模型［ 9］ 。模型默认3链网络与8链网
络中各分子链的链段数是相同的。随后Elias-Zuniga 和Beatt y
也对这个混合模型进行了修改［ 14］ �认为3链网络和8链网络的
分子链段数是不同的�并讨论了不同变形模型下这两个网络模
型中分子链段数之间可能的关系。3链和8链网络模型均属非
高斯链网络模型�尽管它们的混合模型在对实验数据的拟合上
比单独模型有所改善�但模型中同时采用两个非高斯链网络模
型�这在分子链统计特性的考虑上有所欠缺。

Li m 在其博士论文中提出一个基于高斯链网络模型和8链
网络模型的混合模型［ 15］ 。认为当分子链端矢长度 r ＜0．4Nl
时�橡胶分子链为高斯链�r ＞0．4Nl 时橡胶分子链表现出非高
斯统计特性。0．8Nl＜r＜Nl 时8链网络模型对材料的本构行
为能进行准确描述�但小变形时8链网络模型的预测与实验值
有偏差�因此Li m 提出当 r＜0．8Nl 时�采用包含高斯链网络模
型与8链网络模型的混合模型�当0．8Nl ＜r ＜Nl 时�则仅采用
8链网络模型。

尽管8链网络模型反映了橡胶材料本构行为的最基本特
征�被认为是目前最成功的非高斯网络模型�但是�8链网络模
型并不能模拟和描述橡胶材料本构行为的全部特性。橡胶材
料的力学性能非常独特和复杂�除本文讨论的超弹性本构特性
以外�橡胶材料还具有独特的应力软化特性：Mullins 效应（静态
软化特性）和Payne 效应（动态软化特性） ［ 1］ 。此外�橡胶材料也
表现与时间相关的力学性能［ 16�17］ 。

从细观微观层次考虑�橡胶分子链网络在变形过程中�其
网络结构也可能发生相应的变化�例如分子链断裂和某些分子
链的缠结与解缠。To mit a 考虑这种物理变化机制�对经典8链
网络模型进行修正�提出了一种非仿射本构模型［ 18�19］ �即分子
链段数视为最大拉伸比的函数�认为在变形过程中分子链密度
n 减少�而单链平均链段数 N 增加�同时认为单位体积内的总
链段数保持不变�即 n N＝const ant 。随后�Marck mann 等的研
究也采用了这一观点［ 10］ 。

为了描述橡胶材料本构行为中的时间相关特性�目前的研
究大多采用流变唯象模型�例如将 Langevin 弹簧元件与 Max-
well 流变单元并联�即通过 Langevin 弹簧来表征材料的超弹
性�通常采用的是8链网络模型�材料的时间相关特性则通过

Max well 流变单元中的粘性元件进行描述［ 16］ 。
橡胶材料超弹性本构行为的本质是熵弹性�但实际上橡胶

材料变形过程中内能的变化对材料力学行为的影响也值得研

究和探讨［ 20�21］ 。杨小震基于分子链的旋转异构态模型�考虑实
际分子链的构象态和构象能（近似为内能） �预报了天然橡胶形
变过程中内能的贡献份额�结果与实验基本吻合［ 22］ 。Bischoff
等在讨论可压缩橡胶材料的本构模型中�同时考虑了构象熵和
内能的影响�模型较好地再现了静水压缩中橡胶材料的压力-体
积变化规律以及单轴拉伸过程中的应力-应变关系和体积变化
规律［ 23］ 。
5　结束语

自20世纪40年代以来�人们对橡胶材料的本构研究就一
直没有停止过�已经提出了许多本构模型�部分模型已写入商用
有限元软件�得到了广泛的应用�但由于大变形、物理非线性和
时间相关性等特点同时存在�使问题还远没有得到完美的解决。
现有的橡胶本构模型对力学行为的模拟各有偏重�在应用中都
存在不同程度的缺陷和不足�往往不能描述和模拟全部的变形
特点。基于分子链网络统计特性和熵本质的橡胶超弹性本构模
型已经得到了长足的发展�尤其是8链网络模型的建立�为描述
和预报橡胶材料的复杂力学行为提供了坚实的基础。近年来在
8链网络模型基础上发展的混合模型和其他修正模型已经得到
了越来越广泛的关注�在模拟和描述玻璃态高聚物的有限变形
粘弹塑性行为方面也得到了很好的应用。
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