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统计方法（看变量）

5

研究方法因变量数据类型
线性回归连续
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延伸思考1：

（1）离散数据（如计数资料）和分类数据有何区
别？

（2）离散数据可否采用连续数据的方法进行分
析？
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“连续→ 离散→ 分类”
是信息损失方向

“分类→ 离散→ 连续”
是建模/度量升级方向



延伸思考2：

（1）分类数据使用卡方分析（列联表分析以及
卡方检验）有何局限？

（2）分类数据建模能否借鉴方差分析模型的
构造思想，对各变量的主效应及变量间的
交互效应进行分析？
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总结：

 卡方分析更多地应用于二维列联表，无法同时研究多个分
类变量间的关系，更无法研究它们的交互作用。

 方差分析的因变量是连续变量，且对其分布有特定要求。

 卡方分析及方差分析无法对连续自变量的影响进行深入分
析。

 因变量为分类资料服从二项分布或多项分布，可用
Logistic回归模型。

 因变量为计数资料服从多项分布或泊松分布，可用对数线
性模型。
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Logistic回归模型和对数线性模
型比较快速入门（1）
 把“调查数据”想成一盒彩色玻璃球，每颗球有
颜色、大小、花纹三个标签，盒子边放着一台“
天平”和一台“概率机”。

 对数线性模型——用“天平”看格子频数
 先把球按“颜色×大小×花纹”分成很多小格。

 天平称的是每格里球的“个数”。

 问：哪几格的球明显多/少？→ 就知道“颜色、大小、
花纹谁和谁关联”。
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Logistic回归模型和对数线性模
型比较快速入门（2）
 把“调查数据”想成一盒彩色玻璃球，每颗球有
颜色、大小、花纹三个标签，盒子边放着一台“
天平”和一台“概率机”。

 Logistic回归——用“概率机”看结果发生概率
 先指定一个标签当“结果”（比如“花纹”）。

 概率机只关心：在同样颜色、同样大小下，球出现某花
纹的几率是多少？

 问：颜色或大小一变，几率涨多少？→ 就知道“谁影
响了花纹”。
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Logistic回归模型和对数线性模
型比较快速入门（3）

同：
 都用“log”把乘法变加法，方便计算

异：
 对数线性——看格子频数，研究“谁跟谁有关联”
 Logistic——看结果概率，研究“谁影响谁”

关联：
 Logistic是对数线性在你有明确目标时的一种特殊
应用和视角转换。
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例：分析不同年级/不同性别学生的考试成
绩，选择卡方分析、方差分析、Logistic回
归模型，还是对数线性模型？
 不同年级还是不同性别？

 考试成绩是百分制还是等级制？

 百分制成绩是否服从正态分布？

 等级制成绩是否合格？合格及以上具体等级？

 等级制成绩是否优秀？不同年级/性别的优秀等级人次？

。。。。。。
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分析工具——SPSS
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Logistic回归模型

对数线性模型



分析工具——R语言（1）
 glm()函数
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mymodel1 <- glm ( Y ~ X1+X2+X3 , family = binomial (link=logit) , data = mydata )

mymodel2 <- glm ( Y ~ X1+X2+X3 , family = binomial (link=probit) , data = mydata )

mymodel3 <- glm ( Y ~ X1+X2+X3 , family = poisson ( ) , data = mydata )

二项Probit回归模型

二项Logistic回归模型

Poisson回归模型

Generalized Linear Model



分析工具——R语言（2）
 polr()函数（MASS包）
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mymodel4 <- polr ( Y ~ X1+X2+X3 , method =“logistic”, Hess=T, data = mydata )

mymodel5 <- polr ( Y ~ X1+X2+X3 , method =“probit”, Hess=T, data = mydata )

多项有序Logistic回归模型

多项有序Probit回归模型

Proportional Odds Logistic Regression

注：计算 Hessian 矩阵，后续 summary() 
才能给出标准误与 p 值
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1.1 多项分布与Poisson分布
1.1.1 离散型随机变量
1.1.2 二项分布
1.1.3 多项分布
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1.1.1 离散型随机变量
 在同一组条件下，如果每次试验可能出现这样或
那样的结果，并且所有结果都能列举出来，即X
的所有可能值x1, x2, . . . , xn都能列举出来，而且X
的可能值x1, x2, . . . , xn 具有确定概率 P(x1) ,  
P(x2) , . . . , P(xn), 其中P(xi) = P(X=xi)，称为概率
函数，则 X 称为 P(X) 的随机变量，P(X) 称为随
机变量 X 的概率函数。
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★离散型随机变量——随机变量X的所有取值
都可以逐个列举出来（如一批产品中取到次品的个数
，单位时间内某公交站台的候车人数）

 连续型随机变量——随机变量X的所有取值无
法逐个列举出来，而是取数轴上某一区间内的
任一点（如一批电子元件的寿命，实际工作中常遇到的
测量误差）
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（1）离散型随机变量的概率分布
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x1 ，x2，…，xnX = xi

p1 ，p2，…，pnP(X =xi)=pi

P( X =xi )=pi是X的概率函数，且
1

1
n

i
i

p






（2）离散型随机变量的期望值
（E(X)或μ）

 在离散型随机变量X的一切可能值的完备组中，
各可能取值xi与其对应概率pi的乘积之和。
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（3）离散型随机变量的方差
（D(X),V(X)或σX

2）

 随机变量X的每一个取值与期望值的离差平
方的数学期望。
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1.1.2 二项分布

 二项分布与伯努利试验有关：
 包含了n个相同的试验
 每次试验只有两个可能的结果：“成功”和“失败”

 出现“成功”的概率 p对每次试验是相同的，“失败
”的概率 q也相同，且 p + q = 1

 试验是相互独立的

 试验“成功”或“失败”可以计数
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★0-1分布(伯努利分布，当n=1)：某次试验是否成功



 进行 n次重复独立试验，出现“成功”的次数
X 的概率分布称为二项分布（binomial 
distribution），记作
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 二项分布的期望值：

 二项分布的方差：
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( )E X np

( )D X npq



1.1.3 多项分布
 多项分布（Multinomial distribution）是二项分
布的推广（如扔骰子，足球比赛等）：
 每次试验有多种可能的结果，但是每种结果只会出
现一个；

 每种结果都有各自发生的概率，所有结果的发生概
率之和为1；

 各次试验相互独立，每次试验结果都不受其他各次
试验结果的影响。
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 假设某个多项分布试验可能发生结果的数量为
k，依据历史数据，每种结果发生的统计概率
分别为p1, p2, …, pk。现在进行n次多项分布试
验，假设观测到结果a1的次数为x1次，结果a2
的次数为x2次，…，结果ak的次数为xk次，那
么多项分布的联合概率函数为：
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 多项分布每一个结果的期望值：

 多项分布每一个结果的方差：
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( )i iE X np

( ) (1 )i i iD X np p 



1.1.4 Poisson分布
 泊松分布（Poisson Distribution）用于描述在
一指定时间范围内或在指定的面积或体积之内
某一事件出现次数的分布。
 某企业每月发生事故的次数

 单位时间内到达某一服务柜台需要服务的顾客人数

 人寿保险公司每天收到的死亡声明的个数

 某种仪器每月出现故障的次数

 。。。。。。
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 Poisson分布的概率函数（ 为给定的时间范
围内事件的平均数）：

 Poisson分布的期望值和方差：
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二项分布、多项分布与Poisson分布
 若n = 1，则二项分布化为0-1分布
 若k = 2，则多项分布即为二项分布。
 若n很大，p很小，且 ，则二项分布近
似Poisson 分布（实际应用中p≤0.25，n>20，np≤5
近似效果良好）。
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1.2 卡方分析
1.2.1 卡方分析的目的和基本任务
1.2.2 列联表的主要内容（任务之一）
1.2.3 列联表行列变量间关系的分析（任务之二）
1.2.4 卡方分析应用举例
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1.2.1 卡方分析的目的和基本任务

 目的：了解不同变量在不同水平下的数据分布

 例：等级制成绩与性别有关联吗？或男女同学的
等级制成绩有无显著差异？

 基本任务：

 产生交叉列联表

 分析列联表中变量间的关系



1.2.2 列联表的主要内容

 交叉列联表是两个或两个以上的变量交叉分组
后形成的频数分布表。



行变量

列变量

行百分比

列百分比

观测频数



1.2.3 列联表行列变量间关系的分析
（1）列联表的卡方检验
（2）列联表卡方检验的说明



（1）列联表的卡方检验
①提出原假设

②计算检验统计量

③确定显著性水平和临界值

④得出结论和决策



①提出原假设

 原假设H0：行变量与列变量独立。



②计算检验统计量

 Pearson卡方统计量
2
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为列联表的列数

为观测频数

为期望频数



期望频数

e RT CT RT CTf n
n n n

RT
CT


   





单元格所在行的观测频数合计

单元格所在列的观测频数合计

98×95÷474=19.6
95×20.7%=19.6
98×20.0%=19.6

期望频数的分布反映
的是行列变量独立下
的分布！



 卡方统计量观测值的大小取决于两个因素：

 列联表的单元格数目

 观测频数与期望频数的总差值

 在列联表确定的情况下，卡方统计量观测值的
大小仅取决于观测频数与期望频数的总差值。
总差值越大，卡方值也越大，实际分布与期望
分布的差距越大，表明行列变量之间越不可能
独立，反之同理。
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③确定显著性水平和临界值

 在卡方检验中，由于卡方统计量服从“（行数
-1）×（列数-1）”个自由度的卡方分布，因
此，在行列数目和显著性水平α确定时，卡方
临界值是唯一确定的。



④得出结论和决策

 第一，根据统计量观测值和临界值比较的结果
进行决策。（观测值大于临界值，拒绝原假设，行列变
量间不独立，存在相关关系）

 第二，根据统计量观测值的概率P值和显著性
水平α比较的结果进行决策。（概率P值小于等于α
，拒绝原假设，行列变量间不独立，存在相关关系）



（2）列联表卡方检验的说明
①列联表各单元格中期望频数的大小

②样本量的大小



①列联表各单元格中期望频数的
大小

 列联表中不应有期望频数小于1的单元格，或
不应有大量的期望频数小于5的单元格。

 如果期望频数偏小的单元格大量存在，
Pearson卡方统计量无疑会存在偏大趋势，容
易导致拒绝原假设。

 可以采用似然比卡方检验（见Logistic回归模型部
分内容）等方法进行修正。



②样本量的大小

 在某列联表中，如果各单元格中的样本量均扩
大10倍，卡方值也会随之扩大10倍。但由于自
由度和显著性水平并没有改变，卡方临界值不
变，进而使拒绝原假设的可能性增加。

 为此，有必要对Pearson卡方值进行必要的修
正，以剔除样本量的影响。



1.2.4 卡方分析应用举例

案例：分析不同性别学生在填报高考志愿时
所考虑的因素是否存在差异，即影响高考志愿
填报的因素与性别是否有关。



交叉列联表分析窗口



未标准化残差=观测频数-期望频数



性别和高考志愿决定因素的列联表



不同性别高考志愿决定因素的
条形图

BTW，条形图
（柱状图）和直
方图的区别？



BTW，条形图（柱状图）和直方
图的区别？

 条形图

 分类型变量

 比大小

 直方图

 连续型变量

 数多少

举例：10个不同重量的苹果：
1）展示0-10g，10-20g，20-30g
重量的苹果有多少个
2）展示每个苹果的具体重量



不同性别对高考志愿决定因素的
一致性检验结果

拒绝原假设

样本量较大时，与
Pearson卡方非常
接近，检验结论通
常也是一致的。

只适用于定序型变量，不能用于定
类型变量。

说明适合做卡方检验



1.3 方差分析

1.3.1 常用术语
1.3.2 模型入门
1.3.3 适用条件
1.3.4 单因素方差分析模型案例
1.3.5 多因素方差分析模型案例
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1.3.1 常用术语
（1）因素与水平
（2）单元
（3）元素
（4）均衡
（5）协变量
（6）交互作用
（7）固定因子与随机因子
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（1）因素与水平
 因素（factor）也称为因子，是指可能对因变
量有影响的分类变量。

 分类变量的不同取值等级（类别）就称为水平
（level）。
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（2）单元
 单元（cell）又称为水平组合，是指各因素各
个水平的组合。（在研究性别（2水平）、血型
（4水平）对成年人身高的影响时，最多可以有
2*4=8个单元）
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（3）元素
 元素（element）是指用于测量因变量值的最
小单位。根据具体的实验设计，一个单元格内
可以有一个或多个元素，甚至也可以没有元素
（比较不同职业的月收入，元素就是每种职业的
每一位受访者）
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（4）均衡

 如果在一个实验设计中任一因素各水平在所有
单元格中出现的次数相同，且每个单元格内的
元素数相同，则该实验是均衡（balance）的
，否则就是不均衡的。
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（5）协变量
 协变量（covariates）是指对因变量可能产生
影响，而且需要在分析时对其影响加以控制的
连续变量。

 实际上，可以简单地把因素和协变量分别理解
为分类自变量和连续自变量。
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（6）交互作用

 如果一个因素的效应大小在另一个因素不同水
平下明显不同，则称为两因素间存在交互作用
（interaction）。

 当存在交互作用时，单纯研究某个因素的影响
没有意义，必须在另一个因素的不同水平下研
究该因素的影响大小。
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注：如果所有单元格内都至多只有一个元素，则无法分析交互作用，
只能不考虑它，如随机区组设计（配伍设计）方差分析



对交互作用的理解

A2A1
52B1

107B2

A2A1
52B1
37B2

因素A和因素B无交互作用

因素A和因素B有交互作用

B2

B1

A1 A2

A1 A2

B1

B2



（7）固定因子与随机因子
 固定因子（fixed factor）指的是该因素在样
本中所有可能水平都出现了。换言之，该因素
的所有可能水平仅有此几种，对现有样本进行
推断就可以得知该因素所有水平的状况，无需
进行未知水平的外推。

 随机因子（random factor）指的是该因素所
有可能的水平在样本中没有都出现，或不可能
都出现。换言之，目前在样本中的这些水平是
从总体中随机抽样出来的，如果重复本研究，
则可能出现的因素水平会与现在完全不同。 66



1.3.2 模型入门
（1）单因素方差分析模型的结构
（2）双因素方差分析模型的结构
（3）模型中效应的检验
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（1）单因素方差分析模型的结构
 假设因素A有k个水平，每个水平均有r个观测
数据（r次试验），则在水平Ai下的第j次试验
的观测值xij可以定义为：

μ：观测变量总的平均值
ai：因素水平Ai对试验结果产生的附加影响，称
为水平Ai对观测变量产生的效应，且

εij：抽样误差，是服从正态分布N(0, σ2)的独立随
机变量 68

, 1, 2, , ; 1, 2, ,ij i ijx a i k j r      

1
0

k

i
i

a






 如果因素A对观测变量没有影响，则各水平的
效应ai应全部为0，否则应不全为0。
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0

1

: 0
: 0

i

i

H i a
H a





对任意的取值，都有

至少有一个



（2）双因素方差分析模型的结构
 设因素A有k个水平，B有r个水平，每个交叉水
平下均有l个样本（l次试验），则在因素A的水
平Ai和因素B的水平Bj下的第m个观测值xijm可
以定义为：

εijm：抽样误差，是服从正态分布N(0, σ2)的独立
随机变量

70

( )
1, 2, , ; 1, 2, , ; 1, 2, ,

ijm i j ij ijmx a b ab
i k j r m l
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 如果因素A（或B）对观测变量没有影响，则
各水平的效应ai（或bj）应全部为0，否则不全
为0。

 同理，如果因素A和B对观测变量没有交互影
响，则各水平的效应(ab)ij应全部为0，否则不
全为0。
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（3）模型中效应的检验
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1 2

/
/
/

SS SS SS SS
MS SS DF
MS SS DF
F MS MS

   







总 因素 因素 误差

因素i 因素i 因素i

误差 误差 误差

因素i 因素i 误差

单因素方差分析：SST=SSA+SSE
双因素方差分析：SST=SSA+SSB+SSAB+SSE
三因素方差分析：
SST=SSA+SSB+SSC+SSAB+SSAC+SSBC+SSABC+SSE



方差分析的基本思想——变异分解

 将样本的总变异分解为若干个部分，除有一部
分代表随机误差的作用外，其余每个部分的变
异分别代表了某个影响因素的作用（或交互作
用）。

 通过比较可能由某因素所致的变异与随机误差
的大小，借助F分布做出推断，即可了解该因
素对结果变量的影响是否存在。
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检验步骤
——以单因素方差分析为例

①提出原假设

②选择检验统计量

③计算检验统计量的观测值和概率P值
④给定显著性水平α，并作出决策
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①提出原假设

 原假设H0：某因素A不同水平下观测变量各总
体的均值无显著差异，该因素不同水平下的效
应同时为0，记为a1=a2=…=ak=0，意味着该因
素不同水平的变化没有对观测变量均值产生显
著影响

 备择假设H1：各效应值不同时为0



②选择检验统计量

 n为总样本量；k-1和n-k分别是SSA和SSE的
自由度；MSA是平均组间平方和，也称组间均
方；MSE是平均组内平方和，也称组内均方。

 除以自由度的目的是消除水平数和样本量对分
析带来的影响。

/ ( 1) ( 1, )
/ ( )

SSA k MSAF F k n k
SSE n k MSE


   






③计算检验统计量的观测值和概
率P值
 如果因素A对观测变量造成了显著影响，观测
变量总的变差中该因素影响所占的比例相对于
随机变量必然较大，F值显著大于1；

 反之，如果因素A没有对观测变量造成显著影
响，观测变量的变差应归结为由随机变量造成
的，F值接近1。



④给定显著性水平α，并作出决策
 概率P值小于显著性水平α，则应拒绝原假设
，认为因素A不同水平下观测变量各总体的均
值存在显著差异，因素A的各个效应不同时为
0，因素A的不同水平对观测变量均值产生了
显著影响；

 概率P值大于显著性水平α，则不应拒绝原假
设，认为因素A不同水平下观测变量各总体的
均值无显著差异，因素A的各个效应同时为0
，因素A的不同水平对观测变量均值没有产生
显著影响。



检验步骤
——以双因素方差分析为例

①提出原假设

②选择检验统计量

③计算检验统计量的观测值和概率P值
④给定显著性水平α，并作出决策
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①提出原假设

 原假设H0：各因素不同水平下观测变量各总
体的均值无显著差异，各因素各效应和交互作
用效应同时为0，这意味着各因素和它们的交
互作用没有对观测变量产生显著影响。



②选择检验统计量

 固定效应模型：

 随机效应模型：

/ ( 1)
/ [ ( 1)]

/ ( 1)
/ [ ( 1)]

/ [( 1)( 1)]
/ [ ( 1)]

A

B

AB

SSA k MSAF
SSE kr l MSE

SSB r MSBF
SSE kr l MSE
SSAB k r MSABF

SSE kr l MSE


 




 

 

 


/ ( 1)
/ [( 1)( 1)]

/ ( 1)
/ [( 1)( 1)]
/ [( 1)( 1)]

/ [ ( 1)]

A

B

AB

SSA k MSAF
SSAB k r MSAB

SSB r MSBF
SSAB k r MSAB
SSAB k r MSABF

SSE kr l MSE


 

 


 
 
 

 


因素A有k个水平
因素B有r个水平

每个交叉水平下均有l个样本



③计算检验统计量的观测值和概
率P值
 SPSS自动把相关数据代入各式，计算出各个

F统计量的观测值和对应的概率P值。



④给定显著性水平α，并作出决策
 固定效应模型：如果FA的概率P值小于α，则
应拒绝原假设，认为因素A不同水平下观测变
量各总体的均值存在显著差异，因素A的各个
效应不同时为0，因素A的不同水平对观测变
量产生了显著影响。对因素B以及A，B交互作
用的推断同理。

 随机效应模型：应首先对A，B的交互作用是
否显著进行推断，再分别依次对A，B的效应
进行检验。

注：若无交互作用，随机效应和固定效应设定的区别不大



1.3.3 适用条件

独立性：观察对象是来自于所研究因素的各个
水平之下的独立随机抽样（Independence）

正态性：每个水平下的因变量应当服从正态分
布（Normality）

方差齐：各水平下的总体具有相同的方差（
Homoscedasticity）
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1.3.4 单因素方差分析模型案例

 案例：广告形式或地区是否对商品销售额
产生影响？



ANOVA分析窗口



ANOVA分析结果（广告形式VS地区
）

不同广告形式对销售额的平均值产生显著影响

不同地区对销售额的平均值产生显著影响

对比两张表，如果
从单因素的角度考
虑，广告形式对销
售额的影响比地区

大。

SSA
SSE

MSA
MSE

SST



延伸思考：单因素方差分析的进
一步分析

（1）方差齐性检验
（2）多重比较检验
（3）对比检验
（4）趋势检验



（1）方差齐性检验

 方差齐性检验是对某因素不同水平下各观测变
量总体方差是否相等进行分析。（方差分析的
前提要求）

 其原假设H0是：各水平下观测变量总体方差无
显著差异。实现思路同两独立样本t检验中的
同方差检验。



输出观测变量基
本描述统计量

绘制各水平下观测
变量均值的折线图



不同广告形式下销售额的基本描
述统计量及95%置信区间



不同广告形式下销售额均值折线图



不同广告形式下方差齐性检验结果

 概率P值大于显著性水平，因此不应拒绝原假
设，认为不同广告形式下销售额的总体方差无
显著差异，满足方差分析的前提要求。



（2）多重比较检验

 单因素方差分析的基本分析只能判断某因素是
否对观测变量产生了显著影响。如果确实有影
响，还应进一步确定该因素的不同水平对观测
变量的影响程度如何，其中哪个水平的作用明
显区别于其他水平，哪个水平的作用是不显著
的，等等。

 多重比较检验利用了全部观测变量值，实现对
各个水平下观测变量总体均值的逐对比较。



 多重比较检验的原假设H0是：第i和第j个水平
下观测变量的总体均值μi和μj不存在显著差异

 常用检验统计量的构造方法：

 LSD方法（敏感度最高）
 Bonferroni方法
 Tukey方法
 Scheffe方法
 S-N-K方法





广告形式的多重比较检验（LSD方法
）

报纸和宣传品、报纸和体验、广播和宣传品、宣传品和体验两两显著差异



广告形式多重比较检验的相似性子集
（S-N-K方法）

 第一子集（宣传品组）组内相似（自身相似）
的概率为1，第二子集组内相似的可能性大于
0.05，为0.055。



（3）对比检验

 在多重比较检验中，如果发现某些水平与另外
一些水平的均值差异显著，如有5个水平，其
中，x1，x2，x3与 x4，x5有显著差异，就
可进一步比较这两组总的均值是否存在显著差
异，即1/3(x1+x2+x3)与1/2(x4+x5)是否有
显著差异。

 需事先指定各均值的系数ci，如令c1=1/3，
c2=1/3， c3=1/3， c4=-1/2， c5=-1/2，且
ci=0，再对其线性组合进行检验的分析方法
称为对比检验。



 通过多重比较
检验已知，宣
传品效果最差
，而其余三种
略有差异。需
进一步对报纸
的效果与广播
和体验的整体
效果进行对比
分析。

注意输
入顺序，
和等于0



各种广告对比检验的系数说明



报纸效果与广播、体验整体效果
的对比检验结果

看第一行结果
报纸下的平均销售额比广播和体验下的平

均销售额多4.47

t检验概率P
值大于0.05，
不应拒绝原
假设



（4）趋势检验

 当某因素为定序型变量时，趋势检验能够分析
随着该因素水平的变化，观测变量值变化的总
体趋势是怎样的（线性变化趋势，还是二次、三次等
多项式变化趋势）。



 假定不同地区的
差异主要表现在
人口密度方面（地
区编号越大，人口密

度越低），需进一
步分析不同地区
的销售额总体上
是否随着地区人
口密度的降低而
呈现出线性趋势
。



地区的趋势检验结果

可被地区线性
解释的变差，
也即一元线性
回归分析中的
回归平方和

剩余的不可被
地区线性解释
的变差

概率P值小于0.05，拒绝原假设，认
为地区和销售额之间不是零线性相
关。但概率P值接近0.05，表明拒绝
原假设，认为存在非零相关性的把
握程度不高



1.3.5 多因素方差分析模型案例

 案例：某企业对广告形式、地区以及广告形式
和地区的交互作用是否对商品销售额产生影响
进行分析。



多因素方差分析窗口

随机效应的因素

固定效应的因素



销售额多因素方差分析结果

SST

SSA
SSB

SSAB
SSE

不同广告形式和地区
没有对销售额产生显
著的交互作用，不同
地区采用哪种形式的
广告都不会对销售额
产生显著影响



延伸思考：多因素方差分析的进
一步分析

（1）建立非饱和模型
（2）均值比较分析
（3）控制变量交互作用的图形分析



（1）建立非饱和模型
 非饱和模型是针对饱和模型而言的。

 饱和模型中的观测变量总变差被分解为各因素独立作
用、各因素交互作用（包括二阶、三阶或更高阶的交
互）以及抽样误差三大部分。

 非饱和模型将其中某些对观测变量变差解释作用不显
著的部分合并到SSE中。

两因素非饱和模型：

SST=SSA+SSB+SSE
三因素二阶非饱和模型：
SST=SSA+SSB+SSC+SSAB+SSAC+SSBC+SSE





销售额多因素方差分析的
非饱和模型

新的SSE即为原来的SSE+SSAB

各因素所能解释的变差比例
相对于随机因素来说减少，
导致各个F检验统计量的值
变小，对应的概率P值变大，
不易得到各因素不同水平对
观测变量有显著影响的结论。

SSA
SSB

SST

↑
↓
↓

-
-



（2）均值比较分析

（1）多重
比较检验，
同单因素方
差分析

对比检验的检验值
指定为观测变量的

均值

（2）对比
检验



t检验统计量概率P值为0，
第一种广告形式下销售额均
值与检验值（各水平下的整
体均值）间存在显著差异，
其明显高于整体水平

同理，第二种广告形式
下销售额也明显高于总
体水平，而第三种广告
形式下销售额明显低于

整体水平。

三种广告形式产生的效
果有显著差异。



（3）控制变量交互作用的
图形分析





1.4 常用统计模型串讲
1.4.1 一般线性模型——方差分析与线性回归的统一
1.4.2 ★广义线性模型——线性回归与Logistic回归的
统一

1.4.3 广义可加模型——脱离“线性”束缚
1.4.4 多水平模型——打破“独立”条件
1.4.5 结构方程模型——从单因单果到多因多果
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1.4.1 一般线性模型
——方差分析与线性回归的统一

 一般线性模型（General  Linear  Model）的基
本形式：
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0 1 1 2 2 p py x x x         

ANCOVA

ANOVA 
MANOVA 



核心目的自变量中的
因素类型因变量数量中文全称方法名称

比较不同组别在一
个连续因变量上的
均值差异。

只有类别型自
变量

一个方差分析ANOVA

在控制了协变量
的影响后，比较类
别自变量对因变量
的效应。

类别型自变量
+连续型协变
量

一个协方差分析ANCOVA

同时比较不同组别
在多个相关的连
续因变量上的均值
差异。

只有类别型自
变量

多个
多变量/多元
方差分析

MANOVA

在控制了协变量
的影响后，比较类
别自变量对多个
相关因变量的效
应。

类别型自变量
+连续型协变
量

多个
多变量/多元
协方差分析

MANCOVA
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1.4.2 广义线性模型
——线性回归与Logistic回归的统一

 广义线性模型（Generalized  Linear  Model）
的基本形式：

120

0 1 1 2 2( ) p pg x x x          连接函数

共同性：参数估计一般采用最大似然估计，回归系数检验一般是
Wald检验、似然比检验、score检验（得分检验），等等。



1.4.3 广义可加模型
——脱离“线性”束缚

 广义可加模型（Generalized Additive Model
）的基本形式：

 广义可加模型没有回归系数可估计，只是在寻
找一条拟合效果相对更好（也即偏差-方差权衡）
的曲线（非参数回归，以探索（初步探索自变量与因变
量的恰当关系）和预测（只是预测，无须给出参数模型的具体形
式）为主）
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0 1 1 2 2( ) p pg f x f x f x       
可线性也可非线性的函数关系

注：非线性回归通过一定的变换后仍可能满足线性关系，仍属于参数
回归范畴



1.4.4 多水平模型
——打破“独立”条件

 广义线性模型不满足“线性”条件可考虑广义
可加模型，不满足“独立性”条件可考虑多水
平模型（Multilevel  Model），也称分层线性
模型（Hierarchical  Linear  Model）、混合效
应模型（Mixed  Effect  Model）等。

 多水平模型同时包含了多个水平的数据，从而
在多个水平上都存在残差。多水平模型的基本
思想是把高水平上的差异估计出来，这就使得
残差变小，估计的结果更为可靠。
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1.4.5 结构方程模型
——从单因单果到多因多果

 结构方程模型（Structural  Equation  
Modeling，SEM）可看做路径分析（Path 
Analysis）和验证性因子分析（Confirmatory 
Factor Analysis，非EFA）的组合（路径分析可
以分析变量间的直接和间接关系，验证性因子分析可以分
析潜变量与显变量之间的关系，路径分析中可以含有潜变

量）。

 测量模型：相当于验证性因子分析，潜变量和显变
量

 结构模型：相当于路径分析，内生变量和外生变量
123



2. Logistic回归模型

2.1 二项Logistic回归模型（Logit模型）
2.2 多项Logistic回归模型（广义Logit模型）
2.3 多项有序Logistic回归模型（累积Logit模型）
2.4 Probit回归模型
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附：Logistic回归
——统计学和机器学习不同视角（1）

机器学习侧重点统计学侧重点维度

预测与泛化。关注模型
对未知新数据做出准确
预测的能力。模型本身
是一个黑箱或工具，预
测精度是首要目标。

理解与解释。关注自
变量(X)与因变量(Y)之
间关系的强度和方向。
模型是用于检验理论
和假设的工具。

核心目标

“给定一些特征，这个
样本最可能属于哪个类
别？”

“这些因素中，哪个
对结果有显著影响？
其影响有多大？”

问题范式

125

“解释性模型” “预测性工具”



附：Logistic回归
——统计学和机器学习不同视角（2）

机器学习视角统计学视角维度

优化预测性能解释变量关系目标

测试集准确率、AUC模型拟合度、p值评估

常规使用（L1/L2）较少使用正则化

较少关注核心关注假设检验

通过正则化/验证集通过理论限制过拟合

尽可能多收集数据关注最小样本量样本量

Python (scikit-learn), 
TensorFlowR, SAS, Stata软件工具

预测概率、分类结果参数估计、置信区间输出焦点 126



2.1 二项Logistic回归模型
2.1.1 Logistic回归分析概述
2.1.2 二项Logistic回归方程
2.1.3 二项Logistic回归方程系数的含义
2.1.4 二项Logistic回归方程的检验
2.1.5 二项Logistic回归分析中的虚拟变量
2.1.6 案例分析
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2.1.1 Logistic回归分析概述
 研究二分类变量与其他变量之间的关系

 例如：研究吸烟对是否得肺癌的影响，并以年龄和
性别作为控制变量，特点：
 因变量是二分类变量

 自变量有分类变量和数值变量

 吸烟与肺癌概率之间并非一种线性关系

 对二分类的因变量可否直接采用一般多元线性
回归分析方法？
 结论：不可以
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 当因变量为0/1二分类变量时，如何从一般线性
回归模型中得到启示：
 一般回归模型是对因变量的均值的预测，可将其转
化为对因变量取值为1的概率P的预测

 一般回归模型的因变量的取值范围是－∞～＋∞，
而这里因变量的取值范围是0～1，可对概率P做合理
转换处理，使其取值范围与一般回归模型吻合

 一般回归模型的自变量与概率P间的关系只能是线性
的，实际应用中往往是非线性关系，对概率P的转换
处理应采用非线性转化
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 解决问题的方向：

 对概率P进行转换处理后，应使其取值范围与一般
线性回归模型吻合

 对概率P应采用非线性转化处理
 所有的转换都不应改变自变量和因变量之间关系的
方向（函数单调性一致）
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二项Logistic回归：理论上的处理

 进行两步转换处理：

 第一步，将P转换成Ω
 Ω称为优势（Odds）
 对P的转化是非线性的
 Ω是P的单调增函数
 优势的取值范围：0～＋∞

P
P



1
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某事件发生概率与
不发生概率之比



二项Logistic回归：理论上的处理

 进行两步转换处理：

 第二步，将Ω转换成lnΩ
 lnΩ称为Logit P
 Logit P与Ω仍呈增长（或下降）
的一致性关系

 Logit P的取值于－∞～＋∞

)
1

ln()ln(
P

P



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2.1.2 二项Logistic回归方程
 Logit P与自变量间为线性关系（两回归方程等
同）：

 P与自变量间为非线性关系（Sigmoid函数）：
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2.1.3 二项Logistic回归方程系数
的含义

 回归系数表示当其他自变量保持不变时，自
变量xi每增加一个单位，将引起Logit P（也即
ln Ω）平均增加（或减少）βi个单位。

 在实际应用中人们关心的是自变量变化引起事
件发生概率P变化的程度（非线性变化），人们
通常更关心自变量给优势Ω带来的变化。
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 优势Ω=P/(1-P)，即某事件发生的概率与不发
生的概率之比，利用优势比（OR，Odds 
Ratio）可进行不同组之间相对风险的近似对
比分析

 例如，如果吸烟组得肺癌的概率是0.25，不吸烟组
得肺癌的概率是0.10，则两组的优势比为：

 吸烟组的相对风险近似是不吸烟组的3倍，吸烟患
肺癌的风险高于不吸烟

3
9
1/

3
1

)(1
)(/

)(1
)(

VS..BA 



B

B

A

A

DP
DP

DP
DPOR

135



 设因变量Y(1=得肺癌/0=没得肺癌)，自变量X1(1=吸
烟/0=不吸烟)，则Logistic方程为：

 吸烟与不吸烟组的方程分别是：

 两组优势比为：

0 1 1Logit[ ( 1)]P Y X   

1 0 1 0 1Logit[ ( 1)] ln( ) 1P Y           

2 0 1 0Logit[ ( 1)] ln( ) 0P Y         

0 1
1

0

( )
1

S VS. NS
2

OR e e
e

 



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 设因变量Y(1=得肺癌/0=没得肺癌)，自变量X (x1吸

烟/x2年龄/x3性别)，则Logistic方程为：

 控制年龄（45）和性别（1）后，吸烟和不吸烟组
的方程分别是：

 两组优势比为：

0 1 1 2 2 3 3Logit[ ( 1)]P Y X X X       

1 0 1 2 3Logit[ ( 1)] ln( ) 1 45 1P Y             

2 0 1 2 3Logit[ ( 1)] ln( ) 0 45 1P Y             

1 2 3 1(1 0 ) ( 45 45 ) (1 1)1
S  V S . N S
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 一般化处理：将x1变化一个单位后的优势设为

 由此可知，x1增加一个单位所导致的优势是原来的
倍，即相对风险近似为
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 再一般化处理：

 上述公式表明，当其他自变量保持不变时，xi每增加
一个单位所导致的优势是原来的 倍，即优势

比为 ，相对风险近似为

)exp(
*

i



)exp( i
)exp( i)exp( i

139



2.1.4 二项Logistic回归方程的检验
 采用极大似然估计法（Maximum Likelihood 

Estimate，MLE）进行参数估计：
 以似然函数值L达到最大时的参数值作为总体参数的估
计值，该值在0～1之间，反映了在所估计参数的总体中
抽到特定样本的可能性，越接近1越好

 为便于处理，通常将似然函数取自然对数，得到对数似
然函数值LL，当似然函数值最大为1，对数似然函数值
取到最大值0

 LL越大，模型较好地拟合样本数据的可能性越大，所得
模型的拟合优度越高，否则反之（注：LL为负数！）
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“利用已知的样本结果，反推最有可能（最大概率）
导致这样结果的参数值”



二项Logistic回归的检验
——回归方程显著性检验（1）

 回归方程的显著性检验：自变量全体与Logit P的线性
关系是否显著
 原假设H0：回归系数同时为0
 采用对数似然比测度拟合程度是否显著提高

 设xi未引入回归方程前的对数似然函数值为 ，xi引入回
归方程后的对数似然函数值为 ，则对数似然比为：

 如果对数似然比与1无显著差异，则说明引入xi后，自变量全
体对Logit P的线性解释无显著改善；如果对数似然比远远大
于1，与1有显著差异，则说明引入xi后，自变量全体与Logit 
P的线性关系随xi的进入得到显著提升

ixLL
LL

ixLL
LL
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二项Logistic回归的检验
——回归方程显著性检验（2）

 回归方程的显著性检验：自变量全体与Logit P的线性
关系是否显著

 由于对数似然比 的分布未知，通常采用 ，它
在原假设成立条件下近似服从卡方分布，也称为似然比卡方，
它反映了xi引入回归方程前后对数似然值的变化幅度，该值

越大表明xi的引入越有意义
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ixLL
LL 2ln( )

xi

L
L



142



二项Logistic回归的检验
——回归方程显著性检验（3）

 回归方程的显著性检验：自变量全体与Logit P的线性
关系是否显著

 进一步，如果似然比卡方的观测值对应概率P值小于给定显
著性水平，则应拒绝原假设，认为目前方程中所有回归系数
不同时为0，自变量全体与LogitP之间的线性关系显著；反
之则不应拒绝原假设，认为目前方程中所有的回归系数同时
为0，自变量全体与LogitP之间的线性关系不显著
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二项Logistic回归的检验
——回归系数显著性检验
 回归系数的显著性检验：各个自变量与Logit P的线性
关系是否显著

 原假设H0： ，即某回归系数与零无显著差异，相应的
自变量与Logit P之间的线性关系不显著

 采用Wald检验统计量，近似服从卡方分布

 若某自变量Wald观测值对应概率P值小于给定的显著性水平，
则应拒绝原假设，该自变量应保留在方程中；反之则不应拒
绝原假设，该自变量不应保留在方程中
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二项Logistic回归的检验
——回归方程拟合优度检验（1）
 回归方程的拟合优度检验：(1)回归方程能够解释因变
量变差的程度；(2)由回归方程计算出的预测值与实际
值之间吻合的程度，即方程总体错判率:
 Cox & Snell R2统计量，其中LL0为方程中只包含常数项时的
对数似然值，LLp为当前方程的对数似然值（取值范围不易
确定）：

 Nagelkerke R2统计量（取值范围0-1之间）：
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二项Logistic回归的检验
——回归方程拟合优度检验（2）
 回归方程的拟合优度检验：(1)回归方程能够解释被解
释变量变差的程度；(2)由回归方程计算出的预测值与
实际值之间吻合的程度，即方程总体错判率:
 分类表（通过矩阵表格展示模型预测值与实际观测值的吻和
程度）

 Hosmer-Lemeshow检验（生成交叉列联表，原假设H0是观
测频数/实际值的分布与期望频数/预测值的分布无显著差异，
H-L统计量的概率P值大于给定的显著性水平，则不应拒绝原
假设，即观测频数的分布与期望频数的分布没有显著差异，
表明样本实际值与预测值的整体差异较小，模型拟合效果越
好，否则反之）
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2.1.5 二项Logistic回归分析中的
虚拟变量

 分类型变量参与回归分析的主要目的是研究各类对因
变量影响的差异性

 对于具有k个类别的分类型变量，当确定参照类别后，
只需设置k-1个虚拟变量即可，k-1个虚拟变量参与回
归分析

 虚拟自变量回归系数的含义是：相对于参照类别，各
个类别对因变量平均贡献的差。进而可以研究各类别
间对因变量平均贡献的差异。
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2.1.6 案例分析
 431个随机样本数据，变量有是否购买（Purchase，

1为购买，0为不购买）、年龄（Age）、性别
（Gender，1为男，2为女）和收入水平（Income，1
为低收入，2为中收入，3为高收入）

 建立客户购买的预测模型，分析影响因素，其中是否
购买为因变量，其余变量为自变量
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（1）操作说明
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（1）操作说明

变量选择方法
（向前表示自
变量进入的同
时也有剔除，
向后表示自变
量先全部进入，
再进行剔除）

自变量

生成虚拟变量
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附：变量选择/模型选择的评判标准

 选择不同变量组合会得到不同模型，AIC（赤池信息准
则）越小，模型越好；BIC（贝叶斯信息准则）越小，
模型越好。

 BIC选出来的变量个数往往少于AIC选出的变量个数。
 被两种方法都选中的变量更可能是重要变量，被两种
方法都抛弃的变量可能暂时不用考虑，被AIC选中而
被BIC抛弃的变量则需更审慎的分析。
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（1）操作说明——分类窗口

选择参照类别

默认选项，哑变量取值为0或1
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（1）操作说明——选项窗口

输出H-L
拟合优
度指标

输出优势比默认95%置信区间

指定解释变量进入方程或被剔除出方程的显著性水平α

预测概率值大于此值则
认为因变量的预测分类
值为1，否则为0
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（2）结果解释Ⅰ（注：采用“进入”策
略，强行令所有变量进入回归方程）

参照类

参照类

154



（2）结果解释Ⅰ——回归方程显
著性检验

155

P<0.05，拒绝原假设，认为所
有回归系数不同时为0，自变
量全体与LogitP之间的线性关
系显著，采用该模型合理



（2）结果解释Ⅰ——回归方程拟合优
度检验之Cox&SnellR2和NagelkerkeR2

越小代表模型
拟合优度越高 越接近1越好
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（2）结果解释Ⅰ——回归方程拟合
优度检验之Hosmer和Lemeshow检验

 H-L统计量的观测值为15.353，概率P值为0.053，大
于显著性水平α=0.05，因此不应拒绝原假设，认为因
变量实际类别值的分布与预测类别值的分布无显著差
异，模型拟合优度较好
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（2）结果解释Ⅰ——回归方程拟合
优度检验之分类表（混淆矩阵）

158

准确率

TP
TN
FN

FP

负类被正确
预测为负类
的数量

精确率



（2）结果解释Ⅰ——回归系数显
著性检验

不应拒绝原假设，认为该回归系数与0无显
著差异，它与Logit P的线性关系不显著，不
应保留在方程中，该模型不可用，重新建模
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（3）结果解释Ⅱ（注：采用“向前：
LR”策略）
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（3）结果解释Ⅱ——回归方程显
著性检验

161

若剔除income，则-2LL
将增大10.543（似然比卡
方值），-285.325即为第
0步模型的LL值（剔除
income后），-280.053
即为第1步模型的LL值
（剔除gender后）。

-2*(-285.325)-(-2*(-280.053))



（3）结果解释Ⅱ——回归方程拟合优
度检验之Cox&SnellR2和NagelkerkeR2

越小越好 越接近1越好
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（3）结果解释Ⅱ ——回归方程拟合
优度检验之Hosmer和Lemeshow检验

不应拒绝原假设，认为因变量实际类别
值的分布与预测类别值的分布无显著差
异，模型拟合优度（统计检验角度得到的，
而非一般的描述性指标）较好
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（3）结果解释Ⅱ ——回归方程拟合
优度检验之分类表（混淆矩阵）

虽然总体预测正确率下降了一些，但
大大提高了对购买人群预测的正确率
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（3）结果解释Ⅱ——回归系数显
著性检验 相应自变量变化

一个单位导致的
优势比

165

Income（低收入）、gender
（男）为参照类别



①低收入顾客群的Logit回归方程
 Logit P=-1.11+0.504gender(1)

0.504反映了相同收入群体的不同性别在购买上的差
异。这里，由于参照水平为男，因此表示女性相对男
性使LogitP平均增长0.504个单位。结合优势可知，
女性的优势是男性的1.656倍，两者的优势比为1.656，
女性更倾向于购买该产品
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②中收入顾客群的Logit回归方程
 Logit P=-1.11+0.504gender(1)+0.096income(1)

0.096反映了相同性别的顾客群中中收入与低收入在
购买上的差异。相同性别的顾客，中收入相对低收入
使LogitP平均增长0.096个单位。结合优势可知，中
收入的优势是低收入的1.101倍，即两者的优势比为
1.101，且总体优势比有95%的把握在0.658-1.843之
间，统计上并不显著。
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③高收入顾客群的Logit回归方程
 Logit P=-1.11+0.504gender(1)+0.761income(2)

0.761反映了相同性别的顾客群中高收入与低收入在
购买上的差异。相同性别的顾客，高收入相对低收入
使LogitP平均增长0.761个单位。结合优势可知，高
收入的优势是低收入的2.139倍，显然高出较多，且
总体优势比有95%的把握在1.307-3.502之间，具有
统计显著性。
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2.2 多项Logistic回归模型
2.2.1 多项Logistic回归分析概述
2.2.2 案例分析
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2.2.1 多项Logistic回归分析概述
 因变量为多分类变量，研究目的是分析因变量各类别
与参照类别的对比情况

 其中Pj为因变量为第j类的概率，PJ为因变量为第J
（J≠j）类的概率，且第J类为参照类， 称为广义
Logit P，是两概率比率的自然对数，该模型称为广
义Logit模型

 如果因变量有k个类别，则需建立k-1个模型

0
1

ln( )
p

j
i i

iJ

P
x

P
 



 

ln( )j

J

P
P
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• 例如，如果因变量有A，B，C三个类别，且以C类别作为
参照类别，则应建立两个广义Logit模型：
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1
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ln
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( )
ln
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ln ln1 0
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A i i
i

p
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
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2.2.2 案例分析
案例：研究和预测顾客的品牌选择取向

指定因变量
的参照类别

分类型自变量

数值型自变量

172



独立效应
独立效应以
及交互效应

自行指定、
筛选策略

输出模型的拟合优度指标

输出回归方程显著
性检验结果

输出回归系数的
估计值和默认
95%置信区间
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结果解释——个案处理摘要
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结果解释——模型拟合信息

175

拒绝回归方程显著性检验的原假设，说明自变
量全体与广义Logit P之间的线性关系显著，模
型选择正确

输出零模型与当前模型的回归方程显著性检验结果



结果解释——似然比检验

176

职业和性别的卡
方检验的概率P
值都小于显著性
水平0.05，则应
拒绝回归系数为
0的假设，即它
们对广义Logit P
的线性贡献均是
显著的

输出模型引入（或剔除）各自变量后的似然比卡方值



结果解释——伪R方

177

2

0

1 pLL
LL

  

LL0为零模型的对数似然值，LLp为当前模型的对数似然值
McFadden伪R方可直观视为相对零模型而言，当前模型解释信息
的比率



结果解释——分类

178

模型对C品牌的预测准确率较高，这与样本在品牌上的分布有
一定关系，样本中C品牌的占比远高于其他两个品牌



结果解释——参数估计

分析职业、性别在品牌选择倾向（A，B，C三种品牌，
且C为参照类别）时的影响

179

X1职业

X2性别

参照类别



①广义Logit方程（1）

 选择A品牌与选择C品牌的概率比的自然对数模型

 当性别相同时，职业1的ln(Pa/Pc)比职业3(参照水平)平
均减少1.315，职业1的(Pa/Pc)是职业3的0.269倍。如果
以Pc为基准，则职业1选择A品牌的倾向不如职业3，且统
计上显著，即职业1选择A品牌的倾向性与职业3有显著差
异。

 当职业相同时，男性的ln(Pa/Pc)比女性(参照水平)平均
多0.747，男性的(Pa/Pc)是女性的2.112倍。如果以Pc为
基准，则男性较女性更倾向选择A品牌，且统计上显著，
即男性选择A品牌的倾向性与女性有显著差异。

)1(747.0)2(232.0)1(315.1656.0
)(
)(

ln 211 XXX
XCyP
XAyP

LogitPA 
















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②广义Logit方程（2）

 选择B品牌与选择C品牌的概率比的自然对数模型

 当性别相同时，职业1的ln(Pb/Pc)比职业3(参照水平)平
均减少0.656，职业1的(Pb/Pc)是职业3的0.519倍。如果
以Pc为基准，职业1选择B品牌的倾向不如职业3，但统计
上不显著，即职业1选择B品牌的倾向与职业3并无显著差
异。

 当职业相同时，男性的ln(Pb/Pc)比女性(参照水平)平均
多0.743，男性的(Pb/Pc)是女性的2.101倍。如果以Pc为
基准，则男性较女性更倾向选择B品牌，且统计上显著，
即男性选择B品牌的倾向性与女性有显著差异。

1 1 2

( )
ln 0.653 0.656 (1) 0.475 (2) 0.743 (1)

( )B

P y B X
LogitP X X X

P y C X
 

       
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2.3 多项有序Logistic回归模型
2.3.1 多项有序回归分析概述
2.3.2 案例分析

182



2.3.1 多项有序回归分析概述
 有序多分类变量——

 病情：一级、二级、三级和四级

 症状感觉：不痛、微痛、较痛和剧痛

 幸福感：很不幸福、不幸福、一般、幸福和很幸福

 满意度：很不满意、不满意、一般、满意和很满意

。。。。。。
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多项有序回归分析：两个分析角度

（1）与多项Logistic回归类似，建立k-1个广义
优势模型：

184

各分类的概率，因为类别有序，所以累积
概率才有意义

回归系数默认相同，
k-1个模型对应的回归
线（或面）平行，只
是截距不同（平行性假
设/比例优势假设，也即
一个自变量在所有有序
类别的累积分割点上的
效应强度（系数或优势

比）是恒定不变的）



（2）建立k-1个补充对数-对数模型：

185



多项有序回归分析：
位置（Location）模型

186

位置参数阈值

前j类的累积概率

连接函数，可以是Logit
形式，也可以是补充对
数-对数形式，还可以是
其他形式



187

Probit回
归，见后



2.3.2 案例分析

188

案例：分析住户特征是如何影响其打算购买
的房屋类型的。自变量包括文化程度、户口状
况、年龄和家庭收入；因变量为购买类型（1
为二手房，2为多层商品房、3为高层商品房，
4为别墅）



（1）操作说明

189



（1）操作说明

190

分类型自变量

数值型自变量



（1）操作说明——选项窗口

191

选择连接函数，
默认为Logit函数



（1）操作说明——位置窗口

192

默认为主效应模型，
也即位置模型中只
包含自变量自身，
即只分析自变量对
因变量的独立效应



（1）操作说明——输出窗口

193

表示输出回归线
（面）平行检验结
果，以判断选择的
连接函数是否恰当



（2）结果解释——个案处理摘要

194



（2）结果解释——伪R方

195

该模型整体拟合优度不理想



（2）结果解释——模型拟合信息

196

拒绝回归方程显著性检验
的原假设，说明自变量全
体与连接函数（这里为
Logit）之间的线性关系显
著，模型选择正确



（2）结果解释——平行线检验之一

197

回归线（面）平行是
位置模型的基本假设。
如果违背该假设，则
说明连接函数选择不
正确。
原假设H0：模型的位
置参数即斜率，在因
变量的不同类别上无
显著差异

拒绝原假设，表明各模型
的斜率存在显著差异，选
择Logit连接函数不恰当

注：若各种连接函数都无法满足平行性假设，则建议使用
多项无序Logistic回归模型



（2）结果解释——平行线检验之二

198

低类别的概率比较高，重新选择负Log-Log模型



（2）结果解释——参数估计值

199

参考类

研究生及以上

外地户

初步分析结论：
1. 随着年龄的增加，打算购买的房屋类型会降低；
2. 随着家庭收入的增加，打算购买的房屋类型越高级；
3. 文化程度的上升会带来更高级房屋类型的购买意向，但大学水平和研究生及以
上水平的房屋类型购买意向可能无差异，可以考虑对这两个类别进行合并



最终的三个方程

200

只在阈值上有差别



对方程回归系数的解读（1）

 在控制了年龄和家庭收入的条件下，外地户口
研究生及以上文化程度人群（均为参考类）：

 购买二手房可能性的负Log-Log值为-1.4，则

 购买二手房可能性与购买多层商品房可能性之和的
负Log-Log值为1.121，则

 购买二手房可能性与购买多层商品房可能性及购买
高层商品房可能性之和的负Log-Log值为3.853，则

 购买别墅可能性
201

1 0.017 

1 2 20.722, 0.705    

1 2 3 30.979, 0.257      

4 0.021 



对方程回归系数的解读（2）
 负Log-Log值与年龄成反比（-0.012），与家
庭收入成正比（0.00001）。

 在文化程度、家庭收入、年龄相同的条件下，
本地户口的购房可能性的负Log-Log值比外地
户口（参考类）平均高出0.244，即购房可能
性平均高出45.7%。其他分析同理。

202

-ln[-ln(r1)]=0.244,r1=45.7%



2.4 Probit回归模型
 Probit即概率单元（Probability Unit），用于
因变量为分类变量的数据统计分析。

 二分类：分析回归 Probit
 有序和无序多分类：分析回归 Logistic，将
连接函数改为Probit

 Probit回归模型中的βi代表其他自变量取值保
持不变时，自变量每改变一个单位，出现阳性
结果的概率单元的改变量。β0代表自变量全部
取值为0时的概率单元值。
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2.4.1 模型简介

204

Probit回归模型

Logistic回归模型



 Φ(x)：标准正态分布的概率分布函数、累积概率函数或
累积分布函数（CDF,Cumulative Distribution Function）
，可用于计算随机变量小于或等于x的概率，是已知横轴
（某一事件）求纵轴（概率）的过程。将概率密度函数在
定义域上进行积分可获得。

 φ(z)：标准正态分布的概率密度函数（PDF,Probability 
Density Function），就是概率的密度，反映的是概率在x
点处的“密集程度”，可以表示随机变量每个取值有多大
的可能性。对累积概率函数求导可获得。

 Φ-1(.)：Φ(.)的反函数，即Probit函数，百分点函数（
PPF,Percent Point Function）或逆累积分布函数（ICDF
）。给定概率p求相应累积分布的随机变量x，是已知纵轴
（概率）求横轴（某一事件）的过程。 205
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附：标准正态分布的概率密度函
数和分布函数
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2.4.2 案例：与Logistic回归模型比较

案例：分析产妇在妊娠期间吸烟与否(smoke)
是否导致分娩低出生体重儿(low)？

207

低体重儿正常体重儿

3044吸烟

2986不吸烟



（1）操作说明
 SPSS默认对频数表资料进行Probit回归分析，
而本数据并非各自变量不同取值水平组合的频
数表资料，每一个个案表示一个观察对象，因
此需指定一个频数变量count=1。

208

方法1：文件 新建语法

方法2：转换 计算变量



209

注：因变量的赋值
必须为0和1，且1
为阳性，SPSS默
认取值为1表示出
现阳性结果（低出
生体重儿）



（2）结果解释——卡方检验

210

H0假设：模

型能够拟合
数据，
P=0.445，
说明当前模
型对数据拟
合良好



（2）结果解释——参数估计值

211

Probit回归模型：Probit(p)=-0.668+0.428*smoke

Logistic回归模型：Logit(p)=-1.087+0.704*smoke

OR值



 β0=-0.668，表示smoke=0（不吸烟组，即对照组
，基线状态）的概率单元值

 β1=0.428，表示smoke=1（吸烟组）与smoke=0
（不吸烟组）的概率单元值差值，相比不吸烟组
，吸烟组的概率单元值增加（β1=0.428>0），即
孕母孕期吸烟会增加低出生体重的儿童概率，结
果具有统计学意义(P=0.028<0.05)。

212

Probit(p)= Φ-1(p) =-0.668+0.428*smoke



延伸思考：与Logistic回归分析
的结论是一致的吗？

 也即检验OR值是否为2.02？
 方法1：Probit回归模型中求OR值
 方法2：交叉列联表中求OR值

213



方法1：Probit回归模型中求OR值
 不吸烟组：p=Φ(-0.668) =0.2521
 吸烟组：p=Φ(-0.668+0.428) =0.4052

 OR值：OR=[0.4052/(1-0.4052)] /[0.2521/(1-
0.2521)] =2.02

214

29/(29+86)



 SPSS操作：转换计算变量 CDFNORM函数

 Excel操作：公式插入函数 NORMSDIST函数

215



方法2：交叉列联表中求OR值
 SPSS操作：分析描述统计交叉表

216

（1）

（3） （4）

（2）

（5）
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OR值



总结

 Logistic回归模型强调的是随着解释变量的
变化，结局变量的阳性结果是发生还是不
发生。（二项分布）

 Probit回归模型则倾向于研究解释变量阳性
结果发生概率的变化情况。（正态分布）
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3. 对数线性模型
3.1 模型简介
3.2 一般对数线性模型
3.3 Poisson对数线性模型
3.4 Logit对数线性模型
3.5 分层对数线性模型

219



3.1 模型简介
 分类数据的常用分析方法：

 卡方检验：二维列联表

 方差分析：因变量是连续数据

 对数线性模型和Logistic回归模型：可对多个分类
变量间的关系给出一个综合评价，可在控制其他因
素作用的同时对变量的效应做出评估
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3.1.1 模型入门：从两因素方差分析
模型到二维列联表的对数线性模型

 yijk是A因素i水平和B因素j水平下的第k个观测值（
假定服从正态分布），αi、βj分别表示A因素i水平和
B因素j水平的主效应， αiβj则为A因素与B因素的
交互效应，εijk是随机误差，服从正态分布N(0,σ2)

 ln(fij)是对单元格中的频数取自然对数（假定频数服
从多项分布）， αA、βB、(αβ)AB同上 221

ijk i j i j ijky          

ln( ) ln( ) ln(A ) ln(B ) ln(A B )
ln( ) .. ( )

ij

ij A B AB

f
f    

   

   

常数 的主效应 的主效应 与 的交互作用



注：对数线性模型之
——饱和模型和简约模型

 饱和模型中包含了所有主效应和交互作用项，
不饱和模型或简约模型将某些无统计意义的交
互作用项从饱和模型中去除。

 拟合饱和模型必定得到实际频数完全等于理论
频数，拟合优度卡方值等于0的结果。这是因
为饱和模型中独立参数的个数等于列联表的单
元格数，各单元格中的频数并无自由度可用于
变化。
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3.1.2 SPSS软件实现
 1.一般/Poisson对数线性模型
适用于对某些特定效应进行分析，只考虑因素之间是否相
关，不考虑因果。

 2.Logit对数线性模型
适用于已明确区分出因变量与自变量，并且因变量为二分
类变量，分析的目的是因变量和自变量的关系，结果和
Logistic回归等价。

 3.分层对数线性模型
适用于探索性分析，没有具体分出因变量和自变量，也没
有预先对某些效应感兴趣，只是设想某些变量可能存在联
系，并无明确假设，该模型输出的结果最为详细且繁杂。
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3.2 一般对数线性模型

案例：分析产妇在妊娠期间吸烟与否(smoke)
以及是否导致分娩低出生体重儿(low)这两个
因素对单元格中的频数是否存在交互作用？
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低体重儿正常体重儿

3044吸烟

2986不吸烟



3.2.1 操作说明

225

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）
模型会将所有单元格的频数加上该
值进行参数估计，以避免某些单元
格频数为0时引起的计算问题。如果
数据不存在空单元格可以将其改为0



3.2.2 结果解释——拟合优度检验

226

该模型包含了所有主效应和交互作用项，也即拟合的是饱和
模型，拟合结果必定最优，拟合优度卡方值等于0

注1：模型的拟合优度检验即检验当前模型与饱和模型的预测效果之
差是否有统计意义，就可以明确当前模型是否需要做进一步改善。

注2：饱和模型是对当前数据能够拟合的最完美的模型，不可能再做
进一步的改进。



3.2.2 结果解释——单元计数和残差

227

由于拟合的是饱和模型，因此各单元格的实际频数和理论频数完全相同，
各单元格拟合的残差、校正残差与偏差均为0

0

1
1
0

0
1



3.2.2 结果解释——参数估计

228

low，smoke取值均为1时单元格中频数的自然对数值，
即ln30=3.4

P<0.05，low和smoke的
交互作用有统计意义

同Logistic回归分
析中的回归系数



3.2.3 延伸思考：对交互作用检验
的另一种方法

 二维列联表的饱和模型中包含了交互作用项，
在饱和模型中将该项去掉，检验此简约模型与
饱和模型的拟合优度有无统计学差异，如果无
差异，则说明该交互作用实际上不存在。
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（1）操作说明

230

（1）

（2）

（3）



（2）结果解释——拟合优度检验

231

P值都小于0.05，说
明该模型和饱和模型
存在差异，即两因素
交互作用有意义

同交叉表分析结果

同Logistic回归分析结果



3.3 Poisson对数线性模型
 在拟合对数线性模型时，如果假设单元格中的频数
服从Poisson分布，则相应的模型就被称为Poisson
对数线性模型。

 该模型可用于描述服从Poisson分布的事件发生数
与各影响因素间的关系，它和Poisson回归模型完
全等价。

 Poisson对数线性模型：分析 对数线性模型常规，
“单元计数分布”框组选中“Poisson”

 Poisson回归模型：分析 广义线性模型广义线性模
型，“模型类型”选项卡选中“计数”中的“Poisson对
数线性”
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补充：常见的广义线性模型的概
率分布和连接函数

234

注：R语言中的glm()函数可以根据概率分布和连接
函数选择不同的模型

离散变量



 glm()函数

235

mymodel1 <- glm ( Y ~ X1+X2+X3 , family = binomial (link=logit) , data = mydata )

mymodel2 <- glm ( Y ~ X1+X2+X3 , family = binomial (link=probit) , data = mydata )

mymodel3 <- glm ( Y ~ X1+X2+X3 , family = poisson ( ) , data = mydata )

二项Probit回归模型

二项Logistic回归模型

Poisson回归模型



3.3.1 模型简介

 Poisson分布用来描述单位时间/单位面积/
单位空间内某事件发生次数的规律，其概
率函数为：

 在拟合对数线性模型时，如果假设单元格
中的频数服从Poisson分布，则相应模型被
称为Poisson对数线性模型。
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( ) , 0,1,2,
!

xeP X x x
x

 

   



 设每个单元格（观察单位）内事件的发生数为
λij，则模型为

 当单元格发生事件的观察单位数nij不同时，需
要将发生数化为相同基数进行分析

237

偏移量（offset），用于去除观
察单位数不相等的影响

事件发生率（IR，
incidence-rate）

0 1 1 2 2

0 1 1 2 2

ln( ) ln( / )
ln( ) ln( )

ij ij ij

ij ij

P n x x
n x x
   

   

   

   

0 1 1 2 2ln( )ij x x     



 β0——参照水平的事件发生率的自然对数
 exp(β0)——参照水平的事件发生率
 βi——其他自变量取值不变时，自变量xi每改变一
个单位，所引起的事件发生率自然对数值的改变量

 exp(βi)——自变量xi每改变一个单位，事件发生率
是原来的exp(βi)倍

238
事件发生率的比值（incidence-rate ratios）



延伸思考：IRR与OR
不发生发生

ca组A
db组B

239

/ ( )
/ ( )
/
/

a a cIRR
b b d
a c adOR
b d bc






 

事件发生率的比值(Incidence-
rate Ratio)

优势的比值(Odds Ratio)，其中
优势即某事件发生概率与不发生
概率之比



3.3.2 案例：冠心病死亡与吸烟的关系

 现收集某一年代英国男性医生冠心病死亡数
(died)与抽烟(smoke)关系的年龄分组(agecls)
数据。请推断英国男性医生冠心病死亡数与抽
烟、年龄是否有关。

240

观察人数



（1）将死亡数(died) 指定为权重变量

 数据加权个案

241

激活加权变量



（2）Poisson对数线性模型操作说明

242

 分析对数线性模型常规

单元格结构选入单元格的观察单
位数，用于计算偏移量，去除基
数的不同对模型造成的影响死亡人数

服从泊松
分布

设置
见后



243

模型会将所有单元格的频数加上该
值进行参数估计，以避免某些单元
格频数为0时引起的计算问题。如果
数据不存在空单元格可以将其改为0

原因见后



（3）结果解释——拟合优度检验

244

P>0.05，当前模型
与饱和模型相比没有
统计学差异，无需再
纳入两个变量的交互
作用项



（3）结果解释——参数估计

245

65-74岁
55-64岁
45-54岁
35-44岁
抽烟

不抽烟



（3）结果解释——参数估计

 与抽烟相比，不抽烟的死亡风险较低，不抽烟
是抽烟死亡风险的0.61倍(IRR=exp(-0. 
5)=0.61)，或者说抽烟是不抽烟死亡风险的
1.65倍(IRR=exp(0.5)=1.65，或IRR=1/exp(-
0.5))。

 随着年龄的增加，死亡风险也在逐渐上升。
65-74岁死亡风险分别是35-44岁、45-54岁、
55-64岁的28.16倍、6.44倍和2.06倍。
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（3）结果解释——参数估计
 45-54岁相比35-44岁的死亡IRR=exp(-

1.863+3.338)=4.37，或者
IRR=28.16/6.44=4.37，两者95%CI没有重叠
部分，表明具有统计学意义。（注：其他任意两
水平的IRR可用exp(两者系数相减值)计算，统计学检验可
通过95%CI是否有重叠进行大体评估）
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3.3.3 延伸思考：如何通过广义线性
模型拟合Poisson回归？

248

请留意数据录入格式的区别！

死亡

52307



关键步骤

1）对count变量加权
2）模型类型选择Poisson对数线性
3）响应选择outcome变量
4）预测选择smoke变量和agecls变量
5）模型选择主效应
6）统计量选择包括指数参数估计

249



广义线性模型拟合Poisson回归结果

250

与Poisson对数线性模型分析结果完全一致！



3.4 Logit对数线性模型
 该模型明确分出因变量和自变量，分析因变量和
自变量之间的因果关系。

 该模型自动引入自变量与因变量的交互作用项。

 在拟合结果上该模型与Logistic回归模型等价。
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案例（同一般对数线性模型）：分析产妇在妊
娠期间吸烟与否(smoke)是否导致分娩低出生
体重儿(low)？也即分析这两个因素对单元格中
的频数是否存在交互作用？

252



3.4.1 操作说明

253

增加的因变量框

（1）

（2）

（3）

（4）



3.4.2 结果解释——离散分析和相
关性测量

254

模型的解释度，类似回归模型的
决定系数

2.434 / 117.336 = 0.021



3.4.2 结果解释——参数估计

255

此为新增输出，也即smoke为0，
low为1时单元格中频数的自然对
数值，也即ln29=3.367



对比一般对数线性模型的表格输出
（结果解释见3.2.2）

256

所有参数估计值和检验结果均与
一般对数线性模型的结果相同



3.5 分层对数线性模型
 对数线性模型要筛选出最佳的不饱和模型：

 模型尽量简单

 不含无意义的高阶交互作用

 对数线性模型筛选的约束条件：

 一旦一个低阶的交互效应为0，相应的其他高阶
交互效应就全部为0。

 当模型中高阶交互作用有统计学意义时，即使低
阶的各项无统计学意义，也将其保留在模型中。
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3.5.1 模型的选择策略
（1）建立饱和模型，然后检查每个系数的统计量或
置信区间，消去无意义的效应。

（2）把所有效应一起包含到模型中，逐步从检验概
率大于标准值的效应中，淘汰拟合优度变化最小
的效应。（自后淘汰法）（注：SPSS默认选择）
（3）系统地检查每次项的效应对模型的贡献，例如
先建立二次项交互效应模型，然后建立只有主效
应的模型，两种模型的似然值之差，就是交互效
应对模型的贡献，通过检验拟合优度有无差异，
可以得知交互效应能否被去除。（逐一加入法）
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3.5.2 分析案例

案例（在一般对数线性模型案例基础上增加了
一个分类自变量）：分析产妇在妊娠期间吸烟
与否(smoke)以及高压血压与否(ht)是否导致分
娩低出生体重儿(low)？

259



（1）操作说明

260

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）也即自后淘汰法的模型选择策略



（2）结果解释——K维和高阶效果

261

上表用于检验模型中K 维交互作用及K维以上交互作用是否有统
计学意义，以及K维交互作用自身是否有统计学意义。
上表显示三维交互作用无统计学意义，但二维交互和主效应均有
统计学意义。



（2）结果解释——步骤摘要

262

当前模型拟合优
度与饱和模型相
比无统计学差异

去除
low*smoke*ht
三阶交互作用项
后拟合优度的改
变无统计学意义，
可考虑去除



（2）结果解释——最终模型的拟
合优度检验

263

P值都大于0.05，最终模型拟合优度与饱和
模型不存在差异，模型拟合良好，已得到最
佳简约模型



（2）结果解释——参数估计

264

注意：此处只提供饱和模型的参数估计，不能输出简约模型的参数估计！！！

在用它得到最佳简约模型后，还应当采用一般对数线性模型来得到具体的参
数估计值和检验结果！！！



4. 模型间关系小结
4.1 对数线性模型 VS方差分析模型
4.2 对数线性模型 VS Logistic回归模型
4.3 SPSS操作中的关联性
4.4 R语言操作中的关联性

265



4.1 对数线性模型 VS 方差分析模型

 相似：对数线性模型的分析逻辑是以方差分析模
型为基础，它们的作用类似，都能够分析各变量
的主效应及变量间的交互效应。

 差异：
 方差分析模型的因变量是连续变量，对数据的分布有特
定要求（正态性、方差齐性等）

 对数线性模型主要研究多个分类变量间的独立性和相关
性，一般不分因变量和自变量，只分析各分类变量对交
叉单元格内频数的影响，通常假设频数服从多项式分布
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4.2 对数线性模型 VS Logistic回归模型

 相似：对数线性模型主要研究多个分类变量间的
独立性与相关性，而Logistic回归模型的因变量
也是分类变量，如果自变量也是分类变量，便与
对数线性模型等价。

 差异：对数线性模型不用区分因变量和自变量，
而Logistic回归模型则需要明确因变量和自变量
；此外，当考虑的变量太多时，对数线性模型过
于复杂（要考虑的不饱和模型太多）。

267



4.3 SPSS操作中的关联性
 常规对数线性模型操作界面——单元计数分布
选“泊松”，即为Poisson对数线性模型。

 多项有序Logistic回归模型操作界面——将连
接函数改为“概率”，即为多项Probit回归模型。

 二项Probit回归模型操作界面——模型选
“Logit”，即为二项Logistic回归模型。
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269

统一在“广义线性模型”
大框架之下



4.4 R语言操作中的关联性
——glm函数

270

Create a Link for GLM 
Families

Family Objects for Models

Fitting Generalized 
Linear Models



4.4 R语言操作中的关联性
——MASS::polr函数

271

Ordered Logistic or Probit Regression


